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Solutii si bareme

lema 1. Se considera multimea M = (—o0,1). Pentru fiecare pereche (z,y) € M x M notam
2024 — xy
TRYy=—"—7—.
2025 —x —y

Aratati ca functia (z,y) — x * y defineste o lege de compozitie pe M.

2

este comutativa, asociativa, dar nu are element neutru.

Supliment GM 9/2024

Demonstrati ca legea de compozitie ” *

Solutie

a)

Aratam ca daca x,y € M, atunci xxy € M. Dinz,ye M = x < 1l,y<1=2025—x—y > 0.

rxy e M & %__f_yy < 1 inmultind aceasta relatie cu (2025 — 2z — y) > 0 obtinem 2024 — zy <
2025 —z—year+y—ay—1<0< (r—1)(1 —y) <0 ceea ce este adevarat pentruca x —1 < 0
SI L — 4 > 0 2p
TxY = 220%254_;95_211/ = 2%)%254—_;)7{; =yxx, Vr,y € M deci legea 7 *” este comutativa. ............... 1p
Verificam asociativitatea legii de compozitie, pentru care aratam ca (z * y) * z = x * (y * z) pentru
OTICE T, U, 2 € M e e 1p
(xxy)sz= 242y — 202-gogs 5 2024-2025—2024(z+y+2)+ayz net g 1

LHY)* 2= 2025—a—y T 2025 2RI o T T 20057 —2024—2025(aty+e) +(oyFastys) z,y,2) ... 1p
Se observa ca f este simetrica deci f(y,z,z) = f(z,y, z) pentru orice z,y,2 € M. x % (y * 2) ‘&
(y*2)*x el fly,z,2) "2 f(x,y,2) = (x*y) * 2,Vx,y, 2 € M deci legea este asociativa. ..... 1p

Daca legea ar avea element neutru, atunci ar exista e € M astfel incat e x x = x pentru orice
xr € M, adica 22002254% = x pentru orice x € M, deci 2024 — ex = 2025z — ex — 2%, Vx € M &
22 — 20252 4+ 2024 = 0,Vz € M ceea ce nu este adeviarat, pentru ca z? — 2025z + 2024 = 0 numai

pentru x = 2024 si x = 1. Deci operatia nu are element neutru. ............... ... ... ..., 1p
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Problema 2. Sa se calculeze urmatoarele integrale nedefinite:

a)
2 3e” —1
/H—6d7 z € R:

2 +e*t —zx

/ sinx J c <0 7T>
27sinz + 36cosz 0 TE\"g)

Solutie

a) Notdm u: R — R, u(z) = 22 + € — x. Demonstram prima datd cd e® —z > 0 pentru oricare z € R,

asadar deducem ca u(x) > 0 pentru oricare € R. .. .. ... .. i 1p
2 3
fa;—l——e fﬁdx:%'jtln(u(x)) = 2r+Infx?+e* -z +C = 22 +
2 4+et —x (x)
I (T2 4 €7 — ) 4 G et 2p
b) Fie:I = miﬁmd$, J = IQ'YS'm;:—%d(E .............................................. ]_p
D7 436 = [ ZEMEtS0008s gy [y — g £ C 1p
27J — 361 = [ 3TetS08m gy — In 27 sin & + 36 cos x| + C = In (27 sinz + 36 cosz) +C......... 1p
272—36 In(27 sin 436 cos )
de unde I = 038 e G e e 1p

Problema 3. Fie (G, -) un grup finit si g € G astfel incat ord(g) = 6. Sa se arate ca exista si sunt unice
a,b € G astfel incat ord(a) =2, ord(b) =3 sia-b="b-a= g.(Cuord(x) am notat ordinul elementului z.)

Solutie Din ord(g) = 6 = ¢° = e si ¢* # e,Vk € {1,2,3,4,5}. Fic a = ¢° si b= ¢*, atunci a® = (¢°)° =

gGZesib3:(g4)32912:e ........................................................................ 2p
Din a® = e rezultd ca ord(a)|2, si cum a = ¢ # e rezulta cd ord(a) = 2. Analog din b* = e rezulta ci
ord(D)|3, si cum b = g* # e rezulta ca ord(b) = 3, deci am aratat existenta...................... 2p

In continuare demonstram unicitatea lui a si b.

Presupunem ca ar exista a1, b; € G astfel incat g = a;by = byay si ord(a;) =2, ord(by) =3........... 1p
Atunci ¢* = (a101)? = a1bia1bia1by = ayaya,b1b1b; = a1a?b? = ajee = a;. Pe de altd parte ¢° = a deci
a = a1. Analog se arata Ca b = Dy. ... ..o 2p
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Problema 4. Fie F': (0,+00) — R o primitiva a functiei f : (0, +0c) — R. Sa se determine functia f,
stiind ca satisface urmatoarele conditii:

(1) 223F () + 22 f(x) = e - (422 — 1), Vx € (0, +00);
(2) f(1)=e—2

A 22
Solutie Inmultind relatia (1) cu <5 obtinem 2z - e’ F(x)+e” f(z) = —#6%2 +4e*” Yz € (0, +00) adica

!/ /
(e“”QF(:c)) = (ie%Z) SV € (0, 400) <ttt 3p
de unde rezultd ci e”’ F(z) = Le? + ¢, Vo € (0,+00) adici F(z) =1 - e +c- e, x € (0,4+0) ... 1p
F fiind primitiva a lui f rezulta ca f(x) = F'(z) = —m%G””Q +2- ¢ —2ecxe, x € (0,400) ......... 1p
Din f(1)=e—2rezultd cd —e+2e — 2 =e—2adicdc=1. ... 1p

Deci functia ciutati este: f: (0,400) = R, f(z) =e* - (2—%) - RS 1p



