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Clasa a IX-a
Solutii si bareme

Problema 1. Demonstrati ca

() (-8)5

pentru oricare n > 1, n € N. (F5*)
Solutie Aplicam metoda inductiei matematice.
Pentru n = 2 avem

deci este adevarat.
Pentru n = 3 avem

deci este adevarat. ... ... 2p

Fie n > 4, deci acceptam ca fiind adevarata afirmatia

1 1 1 n+1
P:l1—=)-(1—=])----- 1- — ) = ‘
e (1-3) (op) (o) -

n+1 ) n+1+1
Demonstram din P, : a, = 2—; afirmatia P11 : apiq1 = m ................................ 1p




Asadar, in baza principiului inductiei matematice, afirmatia este adevarata pentru oricare n > 1,n € N.

Problema 2. Fie a, b, c numere reale strict pozitive .

a) Demonstrati ca

b) Daca a,b, ¢ au proprietatea ca a + b+ ¢ =1 si ab+ be + ca = v/3abe, determinati numerele.

Solutie

a’b? + b?c? > 2ab’c
a’b? + a’c* > 2a%be

a’c® + b2 ? > 2abc? .

pe baza S:L24.241, Gazeta matematicii.

a) Deoarece numerele a?b?, b%c?, a*c? sunt strict pozitive, putem scrie inegalitatea dintre media arit-

metica si media geometrica:

a’b? + b*c?

212 | 122
a“b* + bc S Va2bic

5 Z

> gb?
5 > ab’c

a’b? + b*c? > 2ab’c



b) Adunand relatiile din subpunctul (a.), obtinem ca
2a2b% + 2b%¢% 4+ 2¢2a? > 2a’be + 2ab’c + 2abc?
2a%b* + 2b%c? + 2c*a® > 2abc(a + b + c)
2a%b% + 2b%% + 2¢%a® > 2abe

............................................................................................... 1p
Deci
a’b® + b*c? + c*a* > abce. (1)
Avem ca a,b,c >0sia+b+c=1.
ab+ bc+ ca = V3abe | ()?
a®b? + b2 + *a® + 2ab’c + 2abc® + 2a*be = 3abe
a’b* + b*c® + c*a® + 2abc(a + b+ ¢) = 3abe
a’b? + b’ + ?a® + 2abe = 3abe .
a’b® + b’ + c*a® = abe . (2)
............................................................................................... 1p

Din (2) si (1) rezulta ca in toate cele trei inegalitati exista egalitate, ceea ce se Intampla doar daca

a’b? = b?c? = a®c?. Stiind ci numerele a, b, ¢ sunt strict pozitive, asta inseamnd cia =b=-c. . 1p
a+b+c=1
a=b=c
1
i :b: :—.
a c=3
1 1 1
btbetac—~—+~—+-
ab + bc + ac 9+9+9
1
ab+bc+ac = -
3
1
ab+ bc+ ac = 9
b+ bc + 5
a c+ac= 1/ —
27
1 1 1
b b —./3.2.2. -
ao + bc + ac 3733



Problema 3.
a) Rezolvati in R ecuatia:
|z — 1|+ |z — 2| + - -+ + | — 2024| = 2025(x — 2025) .
b) Daca x este solutia ecuatiei

le—1|+ |z =24+ +|z—n|=n+1D(z—-n-1),

atunci demonstrati, ca x > , pentru oricare n € N* .

(**%)
Solutie
a) Putem observa ca
|l —1] >0
|z —2] >0
|z — 2024| > 0
—= |z —1|+|z—2|+ -+ |x—2024] >0
— 2025(x — 2025) > 0
= x > 2025
== jr—1l=2-1
lz —2|=2—-2
|z —2024] = = — 2024 .
............................................................................................... 1p
Deci ecuatia poate fi transformata in modul urmator:
|z — 1|+ |z — 2| + - -+ + |r — 2024| = 2025(z — 2025)
r—14+xz—24 - +x—2024 = 2025(x — 2025)
2024 - 202
2024z — % = 2025z — 2025°
............................................................................................... 1p
2024 - 2025
2024z — ————— = 2025z — 2025°
2025% — 1012 - 2025 = 2025z — 2024z
2025 - (2025 — 1012) = =
2025- 1013 ==
............................................................................................... 1p



b) Similar subpunctului (a), si aici putem scrie urmatoarele:

lz =1+ |z —=2|+ - +|z—n|>0
— n+1)(zr—n—-1)>0
—x>n—+1
=zr—14+2—-2+---4zx—n=Mn+1)(z—n-1).

r—1l+z—-24--+zx—n=Mn+1)(zr—n-1)
n-az:—w:(n—l—l)-:zc—(n—l—l)2
n-(n+1)
2
n-(n+1)

(41— ==

(n+1)% — =n+1)-x—n-x

Se arata ca x > , pentru oricare n € N*

m+1

x>

n? +3n+ 2 S m+1
2 = 2
n>+3n+2>5n+1
n*+3n—-5m+2—-1>0
n—2n+1>0
(n—1)*>>0

Ceea ce este adevarat pentru oricare n € N* . . 1p



— — — —
Problema 4. Fie vectorii AB si CD cu AB=k-CD, k> 1keR, cuA,B,C,D puncte necoliniare,
iar M mijlocul lui [AD], N mijlocul lui [C'B] si P mijlocul lui [AB].
-1 —

e
a) Aratati ca MN = — CD ;

— — —
b) Determinati vectorii AQ in functie de vectorii AB si AC' astfel incat punctele M, N, P si ) sa fie
varfurile unui paralelogram (nu neaparat in aceasta ordine)!

(***)

Solutie

— — —
MN = AN — AM

— — —
=AB+ BN — AM

— 1 — 1 —
:AB+§BC—§AD
— 1 — — 1 — —
= AB + 5(AC — AB) — 5(AC + CD)
— 1 — 1— 1— 1 —
=AB+ -AC - -AB—--AC — =-CD
2 2 2 2
_lap-lcb
2 2
_Le.cp-Ltcp
2 2
k—= 1
=2CD—-=CD
20 2
k—1—
=—~0CD.



b) Avem trei cazuri: M N PQ este paralelogram, M NQP este paralelogram si M QN P este paralelo-
BTAIIL. vttt ettt ettt e e e e e e e e e 1p

o
O
~
vl
O
s

SRR ———

C .
Qs
Din subpunctul (a) stim, ca
—1
mv=*"1cp
E—1 1
LA YY)
2 k
k—1—
= ——AB
2k ’

deci rezulta ca M N||AB, dar si ca MN||CD.
— —
Cazul I.: M NPQ este paralelogram <= MN = QP, dar si M N||AB, P € [AB] deci Q € [AP].

— — kE—1—



— —
Cazul II.. MNQP este paralelogram <= M N = PQ, dar si MN||AB, P € [AB] deci Q € [PB].

PO-MN=""1ap.
2k

— = —

AQ = AP + PO

— AP+ MN
k—1—

:—AB LB
ok

k‘—i—k‘—lj@
2k

— —
Cazul III. MQN P este paralelogram <= M@ = PN.

—

— —
PN =PB+ BN

1— 1=

= JAB+ 2BC

—AB+ @M? AB)
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Solutie 2.

a) Cu vectori de pozitie avem:

b) Stim ca pentru A, B, C, D necoliniare ABCD este paralelogram daca si numai daca Ta+ To=

?B + ?D' ................................................................................... ]_p
= 7,4 + 73
" 2
Avem trel CAzULL: ... .. 1p

?A+7D+?B+7C—7A—?B
2

{:)?Q_M /@ 1@"‘1@ 1@4-53—'—1@_@ _ﬁ

?M—F?N:?p—l-?Q@?Q:?M—F?N—?p:

TA+Tp+ TPa+Te—Tp—Tc
2

?M—i-?)p:?N—F?Q(:)?Q:?M—F?p—?N:

Pt Tot Tt To-Ta-T
7M+7>Q:?P+7>N<:>?Q:7P+7N—7)MZ At et B;L < AZ D
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