
Al 27-lea Concurs Nat
,
ional de Matematic  Aplicat  "Adolf Haimovici"

Etapa zonal , 15 februarie 2025

Clasa a XII-a - H2 - S
,
tiint

,
ele naturii

Solut
,
ii s

,
i bareme

Problema 1.

S  se arate c  (G, ·) este un grup abelian, unde G =


1 0 x

0 ex 0

0 0 1


∣∣∣∣∣∣∣ x ∈ R

 ⊂ M3(R). Solut, ie

Fie A(x) ∈ G ⇒ A(x) =

1 0 x

0 ex 0

0 0 1

 , x ∈ R.

A(y) ∈ G ⇒ A(y) =

1 0 y

0 ey 0

0 0 1

 , y ∈ R.

A(x) · A(y) =

1 0 x+ y

0 ex+y 0

0 0 1

 = A(x+ y), x+ y ∈ R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

⇒ A(x) · A(y) = A(x + y) ∈ G ⇒ G parte stabil  a mult
,
imii M3(R) în raport cu înmult

,
irea

1p

Înmult
,
irea matricelor este asociativ  pe M3(R), as,adar este asociativ  s

,
i pe G . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

A(0) = I3 ∈ G este elementul neutru . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

A(x) · A(x′) = A(x′) · A(x) = A(0)

A(x+ x′) = A(0) ⇒ x+ x′ = 0 ⇒ x′ = −x ∈ R ⇒ A(x′) = A(−x),∀x ∈ R.
Deci, toate elementele din G sunt simetrizabile . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

A(x) · A(y) = A(y) · A(x) ⇔ A(x+ y) = A(y + x)

Deci, înmult
,
irea este comutativ  pe G. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

În concluzie, (G, ·) este grup abelian. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Problema 2.

Se consider  mult
,
imea M = (−∞, 1). Pentru �ecare pereche (x, y) ∈ M × M , not m x ∗ y =

2024− xy

2025− x− y
.

a) Ar tat
,
i c  funct

,
ia (x, y) 7→ x ∗ y de�nes

,
te o lege de compozit

,
ie pe M .

b) Demonstrat
,
i c  legea de compozit

,
ie "∗" este comutativ  s

,
i asociativ , dar nu admite element

neutru.
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Supliment GM 9/2024

Solut
,
ie

a) ∀x, y ∈ M ⇒ x ∗ y ∈ M

x < 1, y < 1 ⇒ (x− 1)(y − 1) > 0 ⇒ xy − x− y + 1 > 0 ⇒ −x− y + 1 > −xy

⇒ 2025− x− y > 2024− xy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

−x > −1,−y > −1 ⇒ −x− y > −2 ⇒ 2025− x− y > 2023 > 0

⇒ 2024− xy

2025− x− y
< 1 ⇒ x ∗ y ∈ M . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

b) x ∗ y = y ∗ x ⇔ 2024− xy

2025− (x+ y)
=

2024− yx

2025− (y + x)
Deci, ∗ este comutativit  pe M , deoarece + s

,
i · sunt comutative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z)

(x ∗ y) ∗ z =
2024− 2024−xy

2025−x−y
z

2025− 2024−xy
2025−x−y

− z
=

2024 · 2025− 2024 (x+ y + z) + xyz

20252 − 2024− 2025 (x+ y + z) + xy + yz + zx
. . . . . 1p

x ∗ (y ∗ z) =
2024− x 2024−yz

2025−y−z

2025− x− 2024−yz
2025−y−z

=
2024 · 2025− 2024 (x+ y + z) + xyz

20252 − 2024− 2025 (x+ y + z) + xy + yz + zx

Deci, ∗ este asociativ  pe M . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

x ∗ e = e ∗ x = x ⇒ 2024− xe

2025− x− e
= x ⇒ 2024− xe = 2025x− x2 − xe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

⇒ x2 − 2025x+ 2024 = 0 ⇒ x = 1 /∈ M sau x = 2024 /∈ M

⇒ ∗ nu admite element neutru. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Problema 3.

S  se calculeze:

a)
∫

xarctg
1

x
dx, x > 0 b)

∫
dx

8− 4 sinx+ 7 cosx
, x ∈ (−π

2
,
π

2
)

Solut
,
ie

a)
∫

xarctg
1

x
dx =

∫ (
x2

2

)′

arctg
1

x
dx =

x2

2
arctg

1

x
+

1

2

∫
x2

1 + x2
dx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

=
x2

2
arctg

1

x
+

1

2

∫
x2 + 1− 1

x2 + 1
dx ==

x2

2
arctg

1

x
+

x

2
− 1

2
arctgx+ C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
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b) tg
x

2
= t ∈ (−1, 1) , x = 2arctgt, dx =

2

1 + t2
dt, sinx =

2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
. . . . . 1p

I =

∫
dx

8− 4 sinx+ 7 cosx
=

∫ 2
1+t2

dt

8− 8t
1+t2

+ 7−7t2

1+t2

= 2

∫
2 dt

t2 − 8t+ 15
=

= 2

∫
dt

(t− 4)2 − 1
= 2 · 1

2
ln

∣∣∣∣t− 5

t− 3

∣∣∣∣+ C, t ∈ (−1, 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

I = ln

(
tg x

2
− 5

tg x
2
− 3

)
+ C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Problema 4.

Dintr-o foaie de tabl  având forma unui p trat cu latura 1 m, se

elimin  din �ecare colt
,
câte un p tr t

,
el de latur  x. Din bucata de

tabl  r mas  se confect
,
ioneaz  o cutie paralelepipedic  (f r  capac),

prin îndoire dup  liniile punctate. Demonstrat
,
i c  volumul cutiei

obt
,
inute nu poate dep s

,
i 74,(074) litri s

,
i determinat

,
i x, astfel încât

volumul cutiei s  �e maxim.

x

10− 2x

1m = 10dm

Solut
,
ie

Volumul cutiei = (10− 2x)2 · x = 4x3 − 40x2 + 100x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Fie funct
,
ia f : (0, 5) → R, f(x) = 4x3 − 40x2 + 100x

f
′
(x) = 12x2 − 80x+ 100 f

′
(x) = 0 pentru x =

5

3
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Pe intervalul
(
0,

5

3

)
, f

′
(x) > 0 ⇒ funct

,
ia f este cresc toare

Pe intervalul
(
5

3
, 5

)
, f

′
(x) < 0 ⇒ funct

,
ia f este descresc toare

⇒ f(x) ≤ f

(
5

3

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

f

(
5

3

)
=

2000

27
= 74, (074)dm3

Volumul cutiei nu poate dep s
,
i valoarea maxim  a funct

,
iei, adic  74, (074)l . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Volumul cutiei este maxim pentru x =
5

3
= 1, (6)dm = 16, (6)cm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
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