
Al 27-lea Concurs Nat, ional de Matematică Aplicată ”Adolf Haimovici”
Etapa zonală, 15 februarie 2025

Clasa a IX-a - H2 - S, tiint,ele naturii
Solut, ii s, i bareme

Problema 1.

Un om care stă pe malul unui râu vede un copac pe malul ı̂ndepărtat la un unghi de 60◦.
Dacă se ı̂ndepărtează cu 20 m de mal, vede acelas, i copac la un unghi de 30◦.
Calculat, i ı̂nălt, imea copacului s, i lăt, imea râului.

Urus József-Norbert, Sfântu Gheorghe
Solut, ie.

Modelarea matematică a problemei: ı̂n triunghiul dreptunghic BCD să fie B̂CD = 90◦, ĈDB = 30◦ s, i

A ∈ (CD) astfel ı̂ncât B̂AC = 60◦. În acest context punctul A reprezintă primul loc de observat, ie, iar
punctul D cel de al doilea. S, tiind că AD = 20 m, va trebui să calculăm lungimea segmentelor AC s, i BC.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

În triunghiul ABD: B̂AD = 120◦ s, i ÂBD = ÂDB = 30◦, de aceea ABD este un triunghi isoscel
=⇒ AB = AD = 20 m. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

În triunghiul ABC: B̂CA = 90◦ s, i ÂBC = 30◦, de aceea, prin teorema unghiului de 30◦, obt, inem că

AC =
AB

2
=

20

2
= 10 m.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Aplicănd teorema lui Pitagora ı̂n ABC△: BC =
√
AB2 − AC2 =

√
202 − 102 =

√
300 = 10

√
3 m. . . . 1p

As,adar, ı̂nălt, imea copacului este 10
√
3 m, iar lăt, imea râului este 10 m. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Problema 2.

Să se rezolve ı̂n mult, imea numerelor reale inecuat, ia:

min(1− 2x, 2− x) ≥ max(x+ 1, 2x− 1).

Urus József-Norbert, Sfântu Gheorghe
Solut, ia I.

Patru cazuri pot fi discutate după termenii din stânga s, i din dreapta a inegalităt, ii date. . . . . . . . . . . . . . 1p
Cazul I.: {

min(1− 2x, 2− x) = 1− 2x

max(x+ 1, 2x− 1) = x+ 1.



Adică: 
1− 2x ≤ 2− x

x+ 1 ≥ 2x− 1

1− 2x ≥ x+ 1

⇐⇒


−x ≤ 1

−x ≥ −2

−3x ≥ 0

⇐⇒


x ≥ −1

x ≤ 2

x ≤ 0.

Deci mult, imea solut, iilor ı̂n acest caz este M1 = [−1, 0]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Cazul al II-lea: {

min(1− 2x, 2− x) = 1− 2x

max(x+ 1, 2x− 1) = 2x− 1.

Adică: 
1− 2x ≤ 2− x

x+ 1 ≤ 2x− 1

1− 2x ≥ 2x− 1

⇐⇒


−x ≤ 1

−x ≤ −2

−4x ≥ −2

⇐⇒


x ≥ −1

x ≥ 2

x ≤ 1

2
.

Deci mult, imea solut, iilor ı̂n acest caz este M2 = ∅. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Cazul al III-lea: {

min(1− 2x, 2− x) = 2− x

max(x+ 1, 2x− 1) = x+ 1.

Adică: 
1− 2x ≥ 2− x

x+ 1 ≥ 2x− 1

2− x ≥ x+ 1

⇐⇒


−x ≥ 1

−x ≥ −2

−2x ≥ −1

⇐⇒


x ≤ −1

x ≤ 2

x ≤ 1

2
.

Deci mult, imea solut, iilor ı̂n acest caz este M3 = [−∞,−1]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Cazul al IV-lea: {

min(1− 2x, 2− x) = 2− x

max(x+ 1, 2x− 1) = 2x− 1.

Adică: 
1− 2x ≥ 2− x

x+ 1 ≤ 2x− 1

2− x ≥ 2x− 1

⇐⇒


−x ≥ 1

−x ≤ −2

−3x ≥ −3

⇐⇒


x ≤ −1

x ≥ 2

x ≤ 1.

Deci mult, imea solut, iilor ı̂n acest caz este M4 = ∅. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
As,adar, mult, imea solut, iilor al inegalităt, ii date este:

M = M1 ∪M2 ∪M3 ∪M4 = (−∞, 0] .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Solut, ia al II-lea.

min(1− 2x, 2− x) =

{
1− 2x, dacă 1− 2x ≤ 2− x

2− x, dacă 1− 2x ≥ 2− x
=⇒

{
1− 2x, dacă x ∈ (−1,+∞)

2− x, dacă x ∈ (−∞,−1].

2



. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

max(x+ 1, 2x− 1) =

{
x+ 1, dacă x+ 1 > 2x− 1

2x− 1, dacă x+ 1 ≤ 2x− 1
=⇒

{
1− 2x, dacă x ∈ (−∞, 2)

2− x, dacă x ∈ [2,+∞).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Distingem 3 cazuri: x ∈ (−∞,−1]; x ∈ (−1, 2); x ∈ [2,+∞). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Cazul I.:

x ∈ (−∞,−1] =⇒ 2− x ≥ x+ 1 =⇒ 2x ≤ 1 =⇒ x ∈
(
−∞,

1

2

]
.

M1 = (−∞,−1] ∩
(
−∞,

1

2

]
=⇒ M1 = (−∞,−1].

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Cazul II.:

x ∈ (−1, 2) =⇒ 1− 2x ≥ x+ 1 =⇒ 3x ≤ 0 =⇒ x ∈ (−∞, 0] .

M2 = (−1, 2) ∩ (−∞, 0] =⇒ M2 = (−1, 0].

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Cazul III.:

x ∈ [2,+∞) =⇒ 1− 2x ≥ 2x− 1 =⇒ 4x ≤ 2 =⇒ x ∈
(
−∞,

1

2

]
.

M3 = [2,+∞) ∩
(
−∞,

1

2

]
=⇒ M3 = ∅.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
As,adar M = M1 ∪M2 ∪M3 = (−∞,−1] ∪ (−1, 0] = (−∞, 0]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Problema 3.

Notăm cu Sn suma primilor n termeni ai s, irului (an)n≥1

a) Dacă Sn = n2 + 3n, arătat, i că (an)n≥1 este o progresie aritmetică.

b) Calculat, i suma:
1

√
a1 +

√
a2

+
1

√
a2 +

√
a3

+ ...+
1

√
a510 +

√
a511

.

Szabó Andrea, Covasna
Solut, ie.

a) an = Sn − Sn−1,
Sn−1 = (n− 1)2 + 3(n− 1) = n2 − 2n+ 1 + 3n− 3 = n2 + n− 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

an = n2 + 3n− n2 − n+ 2 = 2n+ 2 Demonstăm că an =
an+1 + an−1

2
.

Adică 2n+ 2 =
2n+ 2 + 2 + 2n− 2 + 2

2
⇐⇒ 2n+ 2 =

4n+ 4

2
, ceea ce este adevărată. . . . . . . . . 1p

În acest caz an = 2n+ 2, a1 = 4 s, i r = 2.
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b) Calculăm suma cerută:

1
√
a1 +

√
a2

+
1

√
a2 +

√
a3

+ ...+
1

√
a510 +

√
a511

=

√
a1 −

√
a2

a1 + a2
+

√
a2 −

√
a3

a2 − a3
+ ...+

√
a510 −

√
a511

a510 − a511
=

=

√
a1 −

√
a2

−r
+

√
a2 −

√
a3

−r
+ ...+

√
a510 −

√
a511

−r
=

=

√
a1 −

√
a2 +

√
a2 −

√
a3 + ...+

√
a510 −

√
a511

−r
=

=

√
a1 −

√
a511

−r
=

=

√
4−

√
1024

−2
=

=
2− 32

−2
=

= 15

Rat, ionalizare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Calcule. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
a510 = 2 · 510 + 2 = 1022 + 2 = 1024. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Problema 4.

În planul triunghiului ABC se consideră punctele D,E, F,M,N, astfel ı̂ncât:

−−→
BD = 4

−−→
DA,

−−→
CE =

1

5

−→
CA,

−−→
BF =

1

4

−→
FC,

−−→
MA+

−−→
MB =

−→
0 ,

−−→
DN =

−−→
NE .

a) Exprimat, i vectorul
−−→
MN ı̂n funct, ie de vectorii

−→
AB s, i

−→
AC .

b) Aflat, i numărul real x, dacă ı̂ntre ariile triunghiurilor există relat, ia ADEF∆
= x · AABC∆

.

***
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Solut, ie.

a)
−−→
MN =

−−→
MA+

−−→
AN =

−−→
MA+

−−→
AD +

−−→
DN ,

−−→
MN =

−−→
MB +

−−→
BN =

−−→
MB +

−−→
BE +

−−→
EN. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

2 ·
−−→
MN =

(−−→
MA+

−−→
MB

)
+
−−→
AD+

−−→
BE+

(−−→
DN +

−−→
EN

)
=

−→
0 +

−−→
AD+

−→
BA+

−→
AE+

−→
0 =

−−→
AD+

−→
BA+

−→
AE.

−−→
BD = 4 ·

−−→
DA =⇒

−−→
AD =

1

5
·
−→
AB,

−−→
CE =

1

5
·
−→
CA =⇒

−→
AE =

4

5
·
−→
AC. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

2 ·
−−→
MN =

1

5
·
−→
AB +

−→
BA+

4

5
·
−→
AC =

4

5
·
(
−
−→
AB +

−→
AC

)
−−→
MN =

2

5
·
(
−
−→
AB +

−→
AC

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

b) ADEF∆
= AABC∆

− (AADE∆
+ ABDF∆

+ AEFC∆
). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

AADE∆
=

b · ı̂
2

=
AD · hE

2
=

1

5
AB · 4

5
hC

2
=

4

25
· AABC∆

Analog ABDF∆
=

4

25
· AABC∆

, AEFC∆
=

4

25
· AABC∆

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

ADEF∆
= AABC∆

− 12

25
· AABC∆

=⇒ ADEF∆
=

13

25
· AABC∆

=⇒ x =
13

25
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
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