§ MINISTERUL EDUCATIEI SI CERCETARII

CENTRUL NATIONAL DE POLITICI SI EVALUARE IN EDUCATIE

VII. Orszagos Magyar Matematikaolimpia
XXXIV. EMMV

megyei szakasz, 2025. februar 1.

XII. osztaly
1. feladat (10 pont). Adottak az f,g: R - R,

f(z) =2 és g(x) = x>

fiiggvények. Bizonyitsd be, hogy a h: [0,4] — R,
h(z) = min{ f(x), g(z)}

fiiggvénynek van primitivje, majd hatarozd meg a h azon primitivjét, amely atmegy a (3,4 — %)

koordinataju ponton!
*Ak

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Vizsgaljuk a ¢: [0,4] — R, ¢(z) = g(z) — f(x) = 2e*® — 2 = z(e?~® — 1) fiiggvény elGjelét.
A ¢ fuggvény a [0,2) intervallumon pozitiv, a ¢(2) = 0, és a (2, 4] intervallumon negativ. Tehat

[z Jha z €0, 2]
hw) = { re*™* hax € (2,4]
(1 pont)
A h fuggvény folytonos a [0,2) és a (2,4] intervallumokon, mert elemi fiiggvények Osszetétele és
szorzata. (1 pont)
Mivel
glcl/n% h(x) = 91;1\% h(z) =h(2) =2 =
h folytonos a 2 -ben is. Tehat h folytonos, ezért van primitivje. (1 pont)
Legyen H az h egy primitivje.
Ha z € [0,2], akkor H(z) = % + ky, ahol k; € R.
Ha x € (2,4], akkor H(z) = —e?>"*(x + 1) + k», ahol ky € R, mivel
/xeg_xdx = /x(—ez_x)/dx = —ze? 7 4 /ez_xda: = Tz + 1) + ky.
(2 pont)

Ahhoz, hogy H az h primitivje legyen, H folytonos és derivalhato kell legyen. Kovetkezik, hogy

= 4k ha z € [0, 2]
H — 2 ’ ’ R.
(z) { —e>(z+1)+k+5 jhaxe(24] ke

A szerkesztés alapjan a H derivalhato a [0, 4] intervallumon és H' = h. (2 pont)

Mivel H(3) =4 -1 = - +k+5=4—-2=k=—1

Tehat )
-1 ha z € [0, 2]

H — 2 ’ ’ 2 t
(z) { —e**(x+1)+4 hazxe (2,4 (2 pont)
|
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2. feladat (10 pont). Adott a

—-14iv3
Zle] = {a + be | a,b € Z} halmaz, ahol € = %\/_
a) Igazold, hogy Z[e] kommutativ monoid a komplex szdmok szorzéasi miiveletével!
b) Hatarozd meg a Z[e] monoid invertalhato elemeit!

c) Legyen M = {a® — ab+ b*| a,b € Z}. Igazold, hogy ha z,y € M, akkor = -y € M!

KA
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) Elgszor igazoljuk, hogy a Zle| zart a komplex szamok szorzési miveletére nézve.
Legyen z; = aj + €by és zo = ag + €by két elem a Z[e] halmazbol. Ekkor
Z1 Ry = (Cll + Ebl) . (CLQ + Gbg) =
a1a9 + €2b1b2 + €a1b2 + €CL2Z?1 = aias + (—6 — 1)b1b2 + €a1b2 -+ GCLle =
a1y — biby + 6(@1[)2 + axb; — b1b2> =a+ebe Z[E],
mert @ = ajay — biby € Z és b = a1by + asby — biby € Z.
Itt felhasznaltuk, hogy € + e+ 1= 0. (2 pont)

Mivel a komplex szamok szorzasa kommutativ és asszociativ miivelet, ezért a Z[e]-beli elemek szorzéasa
is kommutativ és asszociativ miivelet.

=14 0-€ € Z[e] a Z]e]-beli elemek szorzasdnak a semleges eleme.

A fentiek alapjan kijelenthetjiik, hogy (Z[e|, ) kommutativ monoid. (1 pont)

b) Az x = a+e-b € Zle] elem akkor invertalhato, ha létezik «’ = o' +¢€-b' € Z[e| ugy, hogy = -2’ =1,
ami akkor és csak akkor igaz, ha aa’ — bV’ + e(abl +ba’ —b- V') = 1.

Legyen oo = aa’ — b, 5 = all + ba' — bV, a0, 3 € Ze].
at+ef=1ef=1-q.

Ha 5 # 0, akkor € = I’Ta € Q, ami ellentmondas, tehat g = 0. Innen kovetkezik, hogy o = 1.

Tehat
aa’ —bb =1
ba' + ab' — bb = 0.
(1 pont)

Az egyenletrendszer determinansa

a —b

d=|, .

‘:aQ—ab—l—bQ.

Had=0=a"—ab+ 0 =0= (a— 30’ +30°=0=>a=0&&b=0=0-a/—0-V =1, ami
lehetetlen.
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Ha d # 0, akkor

a = a—b és b = b
a? — ab + b? a? —ab + b?
Ekkor
a—b
{G/I€Z§WEZ N
bEZimGZ
a2—z(zlb+b2€Z
e €L
(1 pont)
Haa=0=b=1vagyb=—1=x =€ vagy © = —e.
Hab=0=a=1vagya=—-1=x=1vagy z = —1.
Ha a # 0 és b # 0, akkor
a 2a b 20
= S/ = €.
a?—ab+b a2+ (a—0b)2+b? @ —ab+ b2 a?+ (a—b)2+b?
Ha |a| > 2, akkor
2a
2 —b)? +b* > 2la| = Z
@ +la—b)+ = e a—rre f
(1 pont)

Tehat |a] <2 =a € {0,—-1,+1,2, -2}
Hasonléan b € {0, —1,+1,2, —2}.
Behelyettesitve azt kapjuk, hogy

a=1 a=20 a=20 a=—1 a= ) a=-—1
) ) Y ) €5
b=0 b=1 b=-1 b=0 b=1 b=—-1
értékek felelnek meg. Tehat a Z[e] invertalhato elemei a kovetkezsk: 1, —1,¢, —e, 1 +¢€, —1 — €.

I'=1,(-D)'=-lel=-1—¢(—) ' =1+e(1+e) == (-1—¢) =g

mely elemek a Z[e] halmazban vannak. (1 pont)

c)

reEM=zx= CL% —a1b; + b% = (CLl + ebl)(al +Eb1), ahol CL1,b1 S/
ye M= y= ag — asby + bg = (ag + €by)(ag + €by), ahol ay, by € Z.

Innen azt kapjuk, hogy
Ty = (a1 + €b1)<a1 + Ebl)(ag + Ebg)(ag + Ebg) =
(1 pont)

(ay + €by)(ag + €by)(ay + €by)(as + €be) =
= (m+en)(m+en) =m? —mn +n?> € M, ahol m = ajay — biby € Z,n = a1by + asb; — biby € Z.
(1 pont)
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3. feladat (10 pont). Tekintsiik a Gauss-féle egész szamok Z[i] = {a + ibla,b € Z} halmazat.

a) Igazold, hogy barhogyan is valasztunk ki 6t elemet a halmazbol, van koztiik két olyan z; és 2o
Z1 + 29 c Z[Z]

elem, amelyre

b) Igazold, hogy barhogyan is valasztunk ki 13 elemet a halmazbol, van koztitk harom olyan zj, 2o

21+ 22+ 2 ,
és 23 elem, amelyre =——— > ¢ 7]i].

oKk

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Vizsgéaljuk az 6t elem valos és képzetes részének a paritasat. Az 6t elem kozt biztosan van harom
olyan, amelyek valos részének ugyanaz a paritasa. (2 pont)

Ezen harom elem koziil két elem képzetes részének a paritdsa megegyezik. Erre a két szamra igaz,
hogy 2422 € 7Z[d]. (2 pont)

b) A Z[i] halmaz minden eleméhez rendeljiik hozza a
(0;0),(0;1),(0;2), (1;0), (1; 1), (15 2), (2;0), (2; 1), (2; 2)

szamparok egyikét aszerint, hogy a valds és a képzetes résznek mennyi a 3-mal val6 osztési maradéka.
Példaul a z = 13 — 2i-nek az (1;1) szampéar felel meg. Rendezziik ezeket a szampéarokat a kovetkezd
tablazatba:

(1;0) | (1;1) | (1;2) (2 pont)

Tegyiik fel, hogy a 13 elemet elhelyeztiik a nekik megfelels celldkba. Mivel harom sor van, a skatulya
elv alapjan az egyik sorba legalabb 5 elem keriil. Két esetet kiilonboztetiink meg:

I. eset. Ha az adott sorban, amelyben az 6t elem talalhato, van olyan cella, amelyikbe harom elem
keriil, akkor ezeknek az elemeknek az atlaga teljesiti a megadott feltételt.

IT. eset. Ha az adott sorban, amelyben az 6t elem talalhato, mindegyik cellaban legfeljebb két elem
van, akkor az adott sor mindegyik celldjaban van elem, és ezek atlaga fogja teljesiteni a megadott
feltételt. (3 pont)

Megjegyzés. Igazolhato, hogy a b) alpont allitasa teljesiil mar 9 tetszélegesen vélasztott elem esetén
is.

4. feladat (10 pont). Adott az f: R — R,

2

f(ZL’) — 6s.in T
fiiggvény. Legyen F': R — R az f egy olyan primitivje, melyre F'(0) = 0.

a) Igazold, hogy F bijektiv fiiggvény!
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b) Szamitsd ki a
. 1 1 1 1
lim [F <—> + F (—) + F (—) + ...+ F (—)] hatérértéket!
n—o0 1 2 3 n

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a)

Xk k%

F(z)=f(z) = ™7 5 0,Vz € R = F szigortian novekvs = F injektiv.

(1 pont)
Alkalmazzuk Lagrange tételét az F fliggvényre az [z, 0], illetve a [0, z] intervallumon:
/ F(x)— F(0
Barmely x # 0 esetén létezik ¢, a 0 és az = kozott ugy, hogy F' (¢,) = LO()
:L‘ p—
Mivel F'(c,) = f(c,) és F(0) =0 = F(z) =z - f(c,). (2 pont)
Ugyanakkor mivel 0 < sin®c, <1=1< esin® e < e, ezért
lim F(z) = lim ze™ % = —o0.
T—r—00 T—r—00
lim F(z) = lim ze™ % = 4o0.
Tr—00 T—00
Mivel F' folytonos, ezért a fentiek alapjan kovetkezik, hogy F' sziirjektiv. (1 pont)
Mivel F injektiv és sziirjektiv, az F fliggvény bijektiv. (1 pont)
b) Mivel
barmely = > 0 esetén létezik ¢, € (0,z) ugy, hogy F(x) =z - f(c;) =
) . o 1, . 1 1
barmely k& € N* esetén létezik ¢ € (0, E) ugy, hogy F )= f(ex),
tehat . .
FlZ)]=2 sin? ¢,
() -
(1 pont)
és 0 < sin®¢, < sin® 4, tehat ¢ < esin?er < esin? A Kkapott egyenldtlenséget beszorozva Z-val

felirhatjuk, hogy
1 .2 1 .21
< Zefinten o Zsin®
K K

| =

(1 pont)

Ha £ helyére rendre behelyettesitjiik 1-t6l n-ig a természetes szamokat, és 6sszeadjuk az egyenlGtlen-
ségeket, azt kapjuk, hogy:
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(1 pont)
"1 1 1
k=1
Mivel
R
lim — =400 =
n—o0 k
k=1
lim [F (1) L F (1) L F (1> 4 (1)] — oo
n—00 1 2 3 n
(1 pont)
[ |
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