§ MINISTERUL EDUCATIEI SI CERCETARII

CENTRUL NATIONAL DE POLITICI SI EVALUARE IN EDUCATIE

VII. Orszagos Magyar Matematikaolimpia
XXXIV. EMMV

megyei szakasz, 2025. februar 1.

XI. osztaly

1. feladat (10 pont). Adott az (a,),, szdmsorozat, amelyre

apg=1 é ap+ay+ax+---+a, =a,a,41,

barmely n € N esetén.

a) Hatarozd meg az ay, as, ..., a1 értékét!

b) Hatarozd meg a sorozat altalanos tagjat! Bizonyitsd is be a kapott eredményt!

Jakab Tibor, Sepsiszentgyirgy, Matlap 8/L:3780

Elsd megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a)

A rekurzi6 alapjan: ag = aga;, ahonnan 1 =1 - ay, tehat a; =1 (1 pont)

aptar=aa=>14+1=ay=ay,=2

ag+ a1 +as =asaz3 =14+ 142 =2a3 = a3 =2

apg+a1+astas=asa4 =1+14+24+2=2a4 = a4 =3
ag+a1+ast+az+as=a4a5=>14+14+2+2+3=3a5=>a;=3
ag+a1+ast+as+as+as=asa6 =>1+1+2+24+3+3=3a5=0a¢=4
ag+ay+as+as+as+as+ag=aga;=1+14+2+2+3+3+4=4a;,=a;, =4

ag+ a1 +ay+as+as+as+ag+a;=aa3=>1+14+2+2+3+3+44+4=4ag=ag3=>
ag+ai+as+as+as+as+ag+a;+ag =agag = 1+14+2+24+3+34+4+4+5=5a9 = a9 =5
a0+a1—|—a2+a3+a4+a5+a6—|—a7+a8+a9:agami1+1+2+2—|—3+3+4—|—4—|—5—|—5:
daig = a0 =6

(3 pont)

Az el6z6 alpont alapjan azt sejtjik, hogy asy = asp1 = k + 1. Ezt a matematikai indukcidval
bizonyitjuk. Feltételezziik, hogy a tulajdonsag igaz k-ig, azaz ag = a1 = 1, ay = a3 = 2, ...
Ao = Qg1 = k + 1 és bizonyitjuk k + 1 esetén, azaz, hogy aorio = agri3 = k + 2. Az el6z6
alpont alapjan a tulajdonséig igaz 0, 1, 2, 3, 4 esetén. (2 pont)

A rekurzi6 alapjan
Qg+ a1+ ag +az + -+ + Qg + Aopp1 = Qopy1 * Aokt2,

azZaz
I+14+242+---+(k+1)+(k+1)=(k+1)- agpyo

Tehat
(k+ 1) (k+2)

2

2. :(k+1)-a2k+2:>a2k+2:k:+2.
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VII. OMMO - megyei szakasz - XI. osztaly

Hasonléan
o+ a1+ ag +az+ -+ Ao + Aopy1 + Aok2 = Aopt2 - Aok 3,
azaz
1414242+ -+ (k+ 1)+ (k+ 1)+ (k+2) = (k+2) - agys,
ahonnan
kE+1)(k+2
2'( )( )+(k+2):(k+2)-a2k+3:>a2k+3:k+1+1:k+2-

2

Tehat bebizonyitottuk, hogy asgio = asgs3 =k + 2.

A matematikai indukcio elve alapjan kovetkezik, hogy agx = aoxy1 = k + 1 minden £ € N
esetén. (3 pont)

[ |
Megjegyzés. Az altalanos tag képlete irhato6 a, = [g] + 1 alakban is.
Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) A rekurzi6 alapjan: ag = agaq, ahonnan 1 =1 - aq, tehat a; = 1 (1 pont)
Atalakitjuk az adott Osszefiiggést:
ap+ ay + -+ ap

ag+ay+as+ -+ Ay = Aplpg1 = Apy1 =

an
apg+ar+---+a, a+ar+-+ an aptar+---+ap_1 Ap_
4y, = 00 _ Gt m L Gt (e
(Zn an an—l an
Ebbdl kovetkezik, hogy:
Opi1 =0an_1+ 1, Vn €N
(2 pont)

Tehat:
a2:a0+1:2, CL3:CL1+1:2, a4:a2—|—1:3, a5:a3+1:3,

a6:a4—|—1:4, a7:a5+1:4, a8:a6+1:5, a9:a7+1:5, a10:a8+1:6.

(1 pont)
b) Az el6z8 alpontban kiszamitott tagok alapjan sejtjiik, hogy
ay = [g} +1, VneNlN.
A P(n):a, = [g} + 1 allitast a matematikai indukci6 modszerével igazoljuk.
Ellendrizziik a P(0) és P(1) kijelentéseket:
0 ) 1 .
P(0) : ap = 2 +1=1 é P(l):a; = 5 +1=1 igazak. (2 pont)
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k k+1
Feltételezziik, hogy P(k) : ar = [5] +1és Plk+1): a1 = {%] + 1 igaz és igazoljuk, hogy
k+2
P(k+2):ago = {%] + 1 is igaz.

De mivel a9 = ar + 1, kapjuk, hogy:

k k+2
Ak+2 {2} + 1+ { 5 } +

Tehat a matematikai indukci6 elve alapjan:

ay, = [q +1, VYneN. (3 pont)

2. feladat (10 pont). a) Adj példat olyan A € My(R) matrixra, amelyre A? + Iy = O,.
b) Igazold, hogy végtelen sok olyan A € My(R) matrix létezik, amelyre A% + I, = Os.

c) Igazold, hogy végtelen sok olyan B,C € My(R) invertalhaté6 matrixokbol allo péaros létezik,
amelyre

B27é]2, 027&]2 és BQ+C2:OQ.
Csapo Hajnalka, Csikszereda

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Olyan méatrixot kell taldlnunk, amely teljesiti az A% = —I, egyenléséget.
0 —1
=(09)
5 (0 -1 0 -1\ _ (-1 0Y\_
A=A-A= (1 0 )' <1 0 ) "( 0 -1)'_ L2,
igy A2 + IQ = 02.

Tehat a feltétel teljestil. (2 pont)

Egy lehetséges példa:

Ellendrzés:

b) Legyen az A matrix altalanos alakja

Ekkor, felhasznélva az A% + I, = O, feltételt,

42— a®>+bc bla+d) (-1 0
S \ela+d) &+be) N0 —-1)°
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Az alabbi egyenletrendszert kell megoldani:

a’?+bec = —1,
bla+d)=0,
cla+d) =0,
d*> +bc = —1.

Ha b(a + d) = 0 (vagy c(a + d) = 0), a megoldés soran két esetet kiilonboztettiink meg:

i) b=0, de ekkor a? = —1 és d> = —1, tehat A ¢ My(R).
ii) a+d=0= a= —d, tehat

Hasonloan kapjuk a c(a + d) = 0 esetben is. Vagyis az egyenletrendszer megoldéasa az a = —d
feltétel mellett mindazokat a szamokat tartalmazza, melyekre fennall az a? + bec = —1 feltétel, azaz
bc = —a® — 1. (2 pont)

Egy ilyen méatrix lehetséges alakja:
a a*+1
g a?+1\ (a a+1\_(®-a*>-1 é*+a—-d’—a _ g
S \-1 —a -1 —-a ) \ —a+a —a?—1+4+a> )] 7?

Tehat A? + I, = O, barmely a € R esetén, igy végtelen sok ilyen matrix van, mert minden a € R
értékre mas-mas matrixot kapunk. (2 pont)

Ekkor

Megjegyzés. Egy masik lehetség, ha hasznaljuk a Cayley Hamilton Osszefiiggést:
A2 —TrA-A+detA- I, = O,.

Az A? + I, = O, igaz minden olyan A € My(R) métrixra, amelyre TrA = 0 és det A = 1.

Tehat, ha
A:(“ b).
c —a
és det A = 1, akkor ez az A teljesiti a feltételt.

A det A = —a? + be = 1 egyenldség ugyanahhoz a be = —a? — 1 osszefiiggéshez vezet.

2
c) Legyen A = (_al “ +1),a€R

Ekkor A? + I, = Oy. Ha C € M3(R) egy olyan matrix, amelyre C? # I, és AC = CA, akkor az
el6bbi egyenléséget a C? méatrixszal beszorozva, kapjuk:

A2C? 4+ C? = O,.

Ekkor A?C? = AACC = ACAC = (AC)?, tehat, ha B = AC invertalhato és B% # I, akkor ez
teljesiti a feltételt. (1 pont)
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Ha létezik ilyen C, akkor det(AC) = det Adet C' # 0, mert A és C' invertalhato.

Szerkessziink ilyen C' matrixot.

Legyen C' = (Z ‘;{), Ekkor
ac— (@ a?+1\ [z y\ [(ax+a*z+2z ay+a’t+t
- \-1  —a z t) —r —az —y — at
cA— (%Y a a*+1\ (ax—y d’z+x—ay
" \z t)\-1 —a ) \Naz—t da*z+z—at

Ugy kell megvalasszuk az x,vy, z,t értékét, hogy AC = C'A legyen, tehat

(1 pont)

ar +a*z +z = axr —y,

ay + a*t +t=a’v + 1 — ay,
—r —az =az —t,

—y —at = a’z + z — at.

Azaz

y=—z(a®+1),

(t —z)(a® + 1) = —2ay,
t—x=2az,
y=—2(a®*+1).

Legyen z = —1, ekkor y = a® + 1 és t — v = —2a, utébbiakat valasszuk tgy, hogy t = 0 és x = 2a.

2
Ekkor C' = (Eci “ O+ 1), det C = a® + 1 # 0, tehat invertalhato.
2 a®>+1\ (2a a®+1 3a2 -1 2a®+2a o
2 _ _ .
Cc* = <_1 0 ) <_1 0 = C9g —a? 1 % I5,Va € R. Nem kell ellendrizziik,

hogy AC' = C'A, mert ugy valasztottuk a C-t, hogy ez teljesiiljon.
a a*+1\ (2a a*+1 a?—1 a*+a
B=AC= (—1 —a -1 0 “\ —a —d*-1

2 3 2 3 2 3
o (a*—=1 a’+a a—1 a’+a\ [(—3a"+1 —2a°—2a N
B_(—a —a2—1)(—a —a2—1)_( 2a a?+1 7 I, Vo € R".
Tehat a B és C teljesiti a feltételeket barmely a € R* esetén. (1 pont)

Megjegyzés. Ha nincs meg a szerkesztés, csak meg van adva B és C' alakja és be van bizonyitva,
hogy teljesiti a feltételeket, akkor jar a 3 pont.
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Masodik megoldds a c) alpontra. A b) alpontban bemutatott szamolashoz hasonléan kapjuk, hogy a

B% 4+ n?l, = O,

B— ( a a®+ nz)
—1 —a
méatrix megoldasa minden a € R és n € N és n > 2 esetén. Az egyszertiség kedvéért valaszthatunk

a = 0-t.
Masrészt, ha C' = nly, akkor C? = n%I,. Innek kévetkezik, hogy minden n > 2 esetén a

0 n? ) n 0
B‘C&(J * C‘G 0
matrixok invertalhatoak, négyzetiik nem egyenls Ir-vel, illetve teljesitik a B2 +C? = O, 6sszefiiggést.
[

méatrixegyenletnek a

3. feladat (10 pont). Adott az (z,),, pozitiv tagi sorozat, amelyre
z1=3 & 322, 7,=6+1, VneN-.
a) Igazold, hogy az (z,),,, sorozat konvergens, majd hatdrozd meg a hatarértékét!

b) Szamitsd ki a
lim (n Sl — Sn)

n—so0
hatarértéket!

Matéfi Istvan, Marosvasdarhely
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) Mivel a sorozat pozitiv tagi ezért alulrol korlatos. (1 pont)

Atalakitjuk az adott Osszefiiggést:

6+ 23
2 n *
Lpt1 = 3xn ) Vn € N™.

Felhasznélva a szamtani és mértani kézepek kozotti egyenlGtlenséget:

3 3/92.9 .3 3/Q .
o 3H3hm X3 VO a5y e
T, T

Tnt1 = 3x
n

n

Tehat
xi+1 > \3/5, Vn € N*,

mivel z,, > 0 barmely n € N* esetén, kapjuk, hogy

T, > V3, VneN- (1 pont)
Vizsgéaljuk a monotonitast:
6 + 3 6 —2x3  2(3—a3)
2 2 n 2 n n *
_ — = , VneN-.
Tnt1 T En 3z, n 3z, 3z, "
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Mivel
T > V3, VneN,

kovetkezik, hogy

$i+1 - 5”% <0 (Tpg1 — ) (T +2,) <0, Vn e N,

az (xn)n>1 pozitiv taga sorozat tehdt x,.1 +x, > 0 = x,41 — 2, <0, Vn € N¥ tehat a sorozat
csokkend. (2 pont)

A sorozat csokkend és alulrol korlatos, tehat konvergens és létezik

lim z, € R.
n—oo
(1 pont)
Legyen lim x, = [, hatarértékre térve a rekurziv osszefiiggésben kapjuk, hogy
n—oo
3 =6+1P=>1P=3=1=V3
Tehat
lim z, = V3.
n—oQ
(1 pont)
b)
. 3 [oo—oc] .. (.3 [00-0] . n cs
Jan, (e = 8n) =l (- (e =) =7 i S
x3 —3
_ 3 —
— hm n+1 n — hm ($n+1 3)<xn 3) —
n—00 1 1 n—00 xi _ JI§1+1
(1 pont)
(nsr = V3) (2201 + 20in V3 + V) (0 — V3) (22 + 2,03 + V)
= lim 5 =
e (Tn — Tny1) (anrl + Tp41Tp + LL’%)
1 (xiﬂ + 201 V3 + \3@) (:z:i + 2, V3 + \37?) (Tns1 — V/3) (20 — V3)
—= 1 . l =
nLr{:o (x31+1 + Tp41Tn + l‘%) ng{.lo Tp — Tpy
= —-— . 11m g
3- \Vg n—00 [E% — ZL’%+1
e v (@1 = V3) (w0 — V3) (@0 + 241)
=3-v/9 lim 3 =
3x,,
(1 pont)

3. 0 qin 2@t = V3) (@0 = V3) (@0t i) 2
" 2w, = V3) (W +2,V3 + x%)
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3 n _33 n n n -0-2v/3- v
noeo 2<@§§+am@§—Fx%> 2379
(1 pont)
|

4. feladat (10 pont). Egy n x 5-6s téglalapot 1 x 5-6s téglalapokkal fodiink le. Jeldlje a,, a lefodések
szamat.

a) Szerkeszd meg az Osszes lehetséges lefodést, ha n € {1,2,3,4,5,6,7,8}.
b) Vezess le egy rekurziot az (ay),, sorozatra!
c) Hatarozd meg az {ay, as,as, ..., ases} halmazban az 5-tel oszthato szamok szamat!

Csapo Hajnalka, Csikszereda

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
n=1 n=2 n=3 n=4
a) (1 pont)
n=>0
(1 pont)
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(1 pont)

(1 pont)

b) Ha n > 5, akkor egy 5 x (n + 1)-es téglalapot megkaphatunk egy 5 x n-esbdl egy fiiggsleges
5 x l-es taglalap hozzaillesztésével vagy egy 5 X (n — 4)-esbdl 5 darab 1 x 5-0s vizszintes téglalap

hozzaillesztésével az abran lathaté moédon
n+1 L

(2 pont)

Az els6bdl a,, darab van és a masodikbol a,,_4, tehéat a rekurzio a, 1 = a, + ap_4. (1 pont)

¢) Az any1 = a, + a,_4 rekurziobol kovetkezik, hogy ha n > 5, akkor a sorozat szigortian névekvd,
igy az {as, ag, - . ., asoes } halmazban nincsenek ismétlds elemek.
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Az a) és b) alpontok alapjan az 5-tel valé osztasi maradékok:

1,1,1,1,2,3,4,0,1,3,1,0,0,1,4,0,0,0,1,0,0,0,0, 1,1,1,1,1,2,3,...

Az 5-tel valo maradékok periddusa 24 (a négy darab nullas utdn 6t darab egyes kiovetkezik), az

(24k+ 1, - - - , A24p124 SOTOZAtban 10 szam oszthato 5-tel.
(1 pont)
2025 = 84 - 24 4+ 9, igy 841 szam oszthato 5-tel az elsd 2025 tag kozott. (1 pont)
[ |
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