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VII. Orszagos Magyar Matematikaolimpia
XXXIV. EMMV

megyei szakasz, 2025. februar 1.
X. osztaly

1. feladat (10 pont). a) Igazold, hogy ha az az? + bz + ¢ = 0 egyenlet a,b,c € C* egyiitthatoira
fennal a |b| > 2|c| egyenlStlenség, akkor az egyenletnek létezik legalabb egy olyan gyoke, amelynek a
modulusa kisebb vagy egyenlé mint 1!

b) Hatarozd meg a z € C lehetséges értékeit tgy, hogy teljesiiljon a
max{|z - 1|7 |’Z - 6‘7 |Z o 82|} <1

egyenlStlenség, ha 1, ¢, e? harmadrendd egységgyokok!
Matlap 2024/8,L3776

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Legyen z1, 2o € C az egyenlet két gyoke. A Viete Osszefliggések alapjan
b | c
21+ 2= —— &S 2129 = —. (1 pont)
a a

Mivel ¢ # 0 ezért z1, zo # 0. Tovabba {—ii > 2. A felirt egyenletek alapjan

b _[—alzt+2)| |2t 11

2< == =|— —‘ (1 pont)
c] |az: 2o 2122 21 22
Alkalmazva a haromszogegyenlGtlenséget kapjuk, hogy
1 1 1 1
—+—| < |=|+ | (1 pont)
Z1 Z9 21 z9
A fenti két egyenlétlenség alapjan
1 1
2< | — |+ |— (1 pont)
1 Z9
Ha |z1] > 1 és |29] > 1, akkor
1
— |+ |—|<14+1=2
Z1 Z9
ami ellentmondas. Tehat |z1| < 1 vagy |z2| < 1. (1 pont)

b) Legyen A, B,C, D pontok a sikban, melyek affixumai rendre 1,¢,€2, z; ahol z € C tetsz6leges. A
max{|z — 1, |z — €|, ]z — €|} < 1 egyenl6tlenség pontosan akkor teljesiil ha [z — 1| < 1és |z —¢| <1
és |z — e < 1. (1 pont)

Irhatjuk a kovetkezd ekvivalenciakat

|z —1] <1 <= DeintC(A4,1)UC(A4,1),

|z —¢e| <1 <= DeintC(B,1)UC(B,1),

|z—€* <1 <= DeintC(C,1)UC(C,1).
A harom korlap metszete csak az origo lehet, figyelembe véve, hogy a kozéppontjaik az egység sugara
origo kozéppontt korén vannak. Tehat D = O vagyis z = 0. (1 pont)
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2. feladat (10 pont). Adottak az 1 < a < b valés szamok.
a) Igazold, hogy (a + b)x — ab > x? minden z € [a, b] esetén.
b) Adottak az z1,xs,...,z, € [a,b] valos szamok, ahol n > 2. Igazold a kiévetkezs egyenlGtlenséget:

log, ((a+b)xy —ab)+log,, ((a+b)xs—ab)+...+log,  ((a+b)x,—ab)+log, ((a+b)xi—ab)> 2n.

K,k
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) x € [a,b] pontosan akkor ha (x — a)(z —b) < 0. (1 pont)
A szorzast elvégezve atirhato x? — (a + b)x + ab < 0 alakba, ami egyenértéki az x> < (a + b)x — ab
egyenlGtlenséggel. (1 pont)
b) Az irasmod egyszertsitése érdekében legyen w,,7 = x; és az egyenlStlenség bal oldalat jeldl-
jiikk S-sel. Mivel z; € [a,b] minden k = 1,n esetén, ezért az el6z6 alpont alapjan teljesiil, hogy
(a+b)xy —ab > z3. (2 pont)
Tovabba a log, : (0,00) — R egy novekvé fiiggvény mert x5, > a > 1. (1 pont)
Tehat log,, ((a + b)wgy1 — ab) > log,, | 2F, minden k = T,n esetén. (1 pont)

Osszegezve ezt az n darab egyenlétlenséget kapjuk, hogy

S >log, x3+log, x5+ ...+ log, a2 +log, a7,
S > 2(log,, v2 +log,, v3 + ... +log,  x,+log, ).

(1 pont)

A jobb oldalon az 6sszeg minden tagja pozitiv mert x; > 1. Igy alkalmazhaté a szamtani és mértani
kozepek kozti egyenlStlenség és irhatjuk, hogy

S > 2n VIngl rolog,, w3+ ... -log,  x,log, i,
lg zo lg 23 lgz, lgx;

S >2n ¢ = 2n. (1 pont)
lgz) g zy lgz, 1 lgx,
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3. feladat (10 pont). Tanulméanyozd az f: R — R fiiggvény injektivitasat, amely teljesiti a

2f(x)? +5f(x) +2 = f(22° — 10z + 5)

Osszefliggést minden = € R esetén! *HF
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Megvizsgaljuk milyen z értékekre lesz 222 — 10z + 5 egyenld x-el.
22° — 10z + 5 =x,
20° — 11z + 5 =0,
(2 — 1)(z — 5) =0.
Vagyis « € {1,5} esetén 222 — 10z + 5 = x. (4 pont)
Ha z € {1,5}, akkor 2f(z)?+5f(z)+2 = f(z), vagyis 2(f(z) +1)*> = 0. Tehat f(z) = —1.(3 pont)
Kovetkezésképpen f (%) = f(5) = —1, ahonnan f nem injektiv. (2 pont)

4. feladat (10 pont). Bizonyitsd be, hogy 10 kiilonb6z6 racspont koziil mindig kivalaszthato kettd
ugy, hogy az altaluk meghatarozott szakasz harmadolopontjai is racspontok legyenek! (Racspontnak

nevezziik azokat a pontokat, amelyeknek mindkét koordinataja egész szam.)
*Hk

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Ha 2y = x1 + iy1 és zo = xo + iy két racspontnak az affixuma, akkor a harmadolépontok affixuma
hy = %(221 + 29), illetve hy = %(zl + 225). Emiatt pontosan akkor lesznek a harmadolépontok is
racspontok, ha x; és x,, illetve y; és ys azonos maradékot ad a 3-mal valod osztasnal. (4 pont)
Hozzuk létre az D,, = {(z,y) € Z x Z|(x — u) és (y — v) oszthat6é 3-mal} halmazokat minden
u,v € {0,1,2} esetén. Ez a 9 halmaz valojaban azt jelenti, hogy két pont pontosan akkor van
ugyanabban a halmazban, ha a megfelel§ koordinataiknak a 3-mal val6 osztasi maradéka azonos.
(4 pont)
Mivel tiz szam van és 9 halmaz, ezért a skatulyaelv alapjan valamelyik halmazban van két pont a
tizbdl és igy az el6bbi tulajdonsag alapjan az ezek altal meghatarozott szakasz harmadolépontjai is
racspontok. (1 pont)
[ |
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