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megyei szakasz, 2025. februar 1.

IX. osztaly

1. feladat (10 pont). Ha z,y, 2,t szigortian pozitiv valés szamok, akkor igazold az aldbbi egyen-
16tlenségeket:

a) /Ty +JUZ+ Vet + Vit <z +y+z+t,
1 1/1 1 1
SRR
r+y+z- 9\zr y =z

c)

1 1 1 1 1,/1 1 1 1
+ + - < (=+-+=-+:2)
THy+Vet y+tz+Vtr z+t+TYy  tho Yz 3($ y oz t)
Szilagyi Judit, Kolozsvdr

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) A mértani és szamtani kozéparanyosok kozti egyenldtlenség alapjan

t t
\/xnyT—i_y, \/yz§¥, \/Egz—; és \/ES —12—;1:

Osszeadva a fenti egyenlétlenségeket kapjuk, hogy

VI + gz +Vat+ Ve <z +y+z+t (3 pont)

b) Az i,

N =

, = pozitiv szamokra alkalmazzuk a szdmtani és harmonikus kézepek kozti egyenlStlenséget:

< =

8=

+i 4 3
> )
3 T r+tytz

ezt végigosztva 3-mal kovetkezik, hogy x+;+z <3 <% + i + %) (3 pont)

c) A b) alpont alapjan
1 1 1 1

—t ot —t -t —F -+t —+ - F—

(11111111111+1>
r oy Nty oz Ntr ozt Jry ot \Jyz
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A fentiek alapjan az kovetkezik, hogy
2 2 2 2 1 1 1 1
zx vy z t x y =z t
3 3 3 3
z Yy =z i

(1 . 1+g. (3 pont)

z Yy =z
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Matlap 10/2024, L:3802
Jakab Tibor, Sepsiszentgyirgy

1 1
2. feladat (10 pont). Hax € R ész > 1, akkor igazold, hogy [\/[x] : {x + 5] +1+ 5

ahol [a] az a € R egész részét jeloli.

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Legyen [x + %} = k. Mivel x € R és x > 1, ezért k € N*. Ekkor

1

1 1
k—=—<z<k+ -
g ST+

Ha o€ [k — L, k), akkor [1] — k— 1, fay (1 pont
[\/m'{“%]“*% = [ k(k‘—l)+1+ﬂ
- [Ty

(2 pont)

Igazoljuk, hogy k < VK2 —k+1+ % < k+ 1. Mivel k£ € N*, az egyenl6tlenség egyenértékd az
alabbiakkal:
1 1
k—§§\/k2—k+l<k+§
1 1
A?—k+1§k3—k+1<k?+k+1

Az egyenlGtlenség bal oldala nyilvanvaloéan igaz, a jobb oldal pedig egyenértéki azzal, hogy k > %,
ami szintén igaz.

Tehéat [\/[x] {x—kﬂ +1+% = k.
(2 pont)

Ha z € [k, k + 1), akkor [z] = k, {gy
[¢hﬁ{x+%]+1+% :{¢ﬁ77+%1. (2 pont)
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Igazoljuk, hogy k < Vk2 +1+ % < k+ 1. Mivel k € N*, az egyenlGtlenség egyenértékii azzal, hogy:
1 1
k—éévk2+1<k‘+§

1 1
k2—k+1§k2+1<k2+k+—,

4
. 1 1
ami igaz, tehat [\/[x] : {x + 5] +1+ 3
|

3. feladat (10 pont). Az 1,2,3,...,2025 szamok koziil kivalasztunk 1014 szamot tgy, hogy a
legnagyobb kivalasztott szam paratlan legyen. Igazold, hogy barmilyen valasztas esetén a kivalasztott

szamok kozott van ketts, amelyeknek az Osszege a legnagyobb kivalasztott szammal egyenld!

Spier Tiinde, Arad
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Legyen a legnagyobb kivalasztott szam 2p + 1, ahol p € N. A 2p + 1-nél kisebb szamokat olyan
parokba rendezziik, amelyekben az 6sszeg 2p + 1, azaz: (1,2p), (2,2p—1), ...,(p,p+1). (2 pont)
Ez p darab péart jelent, és a 2p+ 1-nél kisebb szamok mindegyike pontosan egy ilyen parban szerepel.

= k. (2 pont)

(1 pont)

Mivel 2p 4+ 1 < 2025, ezért p < 1012, kdvetkezik, hogy p + 2 < 1014. (1 pont)
Tehat legalabb p 4+ 2 szamot valasztottunk az 1,2,...,2p, 2p + 1 szamok koziil. (1 pont)
Mivel ezek koziil az egyik a 2p + 1, ez azt jelenti, hogy legalabb p 4+ 1 szamot valasztottunk az
1,2,...,2p szamok koziil. (1 pont)
Mivel az 1,2, ..., 2p szamokat p parba rendeztiik el és legalabb p + 1 szamot valasztottunk koziliik,
a skatulyaelv alapjan van olyan par, amelynek mindkét tagjat kivalasztottuk. (3 pont)
|

4. feladat (10 pont). Az ABC haromszog sikjaban P egy tetszéleges pont. A D, E és F azok
5D 150, CF - AF, BF — 217 ,
a pontok, amelyekre BD = :BC, CK = EA, BF = —2AF. A P pontnak a D, E és F' pontok
szerinti szimmetrikusat jelolje rendre P, P, és P3. Ha G az ABC haromszog sulypontja és G a
P, P, P; haromszog sulypontja, akkor igazold, hogy G a PG, szakasz felez&pontja!
Toth Csongor, Szovdta

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
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Mivel G a P, P, P; haromszog sulypontja, ezért

— PP, + PP, + PP,
PG — R

3
2(PD + PE + PF)
= : (3 pont)
3
Tovabba g—g = %, igy
1
FB- L Phi b e
s+l 3
2 1
PB4+ -PC
3 3
Hasonloan PE — %ﬁ + %P—1>4, valamint PE = %P—1>4 + %ﬁ (3 pont)
Tehat
— =
B 2(%@ + %ﬁ + %ﬁ +iPA+2PA+ %ﬁ)
1
3
—
_ 2(PA+ PB + PC) _3.F¢
3
ez pedig azt jelenti, hogy G a PG szakasz felez&pontja. (3 pont)
|

Megjegyzés. Egy szemléletes abra elkészitésére az elsé harombol egy pont jar.
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