§ MINISTERUL EDUCATIEI SI CERCETARII

CENTRUL NATIONAL DE POLITICI SI EVALUARE IN EDUCATIE

VII. Orszagos Magyar Matematikaolimpia
XXXIV. EMMV

megyei szakasz, 2025. februar 1.

VIII. osztaly

1 1 1
1. feladat (10 pont). a) Igazold, hogy ha =,y € R* és — + + —— =0, akkor az

2024
_ 253) ( 253) _9
= (8 + g

szam egy természetes szam kobe!

b) Bizonyitsd be, hogy ha az a, b, ¢ szamjegyek esetén (%)2 — ? = 2024, akkor az n = ab — ¢ szam
oszthato 11-gyel!
Matlap 10/A: 5021, 2024

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) A megadott Osszefiiggés a kovetkezd egyenértéki alakokba irhato:

1 1 1 xy + 2024x + 2024y
LT Sy SN — ) 2024z + 2024y = 0. (2 pont
: "y 20 2024y S (2 pont)

Az n szam felirasaban k6z0s nevezdére hozunk, majd felbontjuk a zardjeleket és felhasznaljuk az el6bb
kapott Osszefliggést:

n—<8—|—253> (%+253>—9:(%2024)-<%>—9

2 2
_ Ty +2024e+2024y 420247 2024 0
64 64
= 64000. (2 pont)
A fentiekbél kévetkezik, hogy n = 64000 = 403, tehat n a 40-nek a kobe. (1 pont)
b) Az (%)2 — % = 2024 felirasbol kovetkezik, hogy (ab — c) - (ab+ ¢) = 2024. (1 pont)

Keressiik a 2024 = 23 - 11 - 23 szam azon (ab — ¢, ab + ¢) osztoparjait, amelyekre ab — ¢ < ab + ¢ és a
szorzatuk kiadja a 2024-et:

(ab — ¢, ab+ ¢) € {(1,2024); (2,1012); (4,506); (8,253); (11,184); (22,92); (23, 88); (44, 46)} .

(1 pont)

Az (ab+ c¢) — (ab — ¢) = 2c < 18 feltételt a felsoroltak koziil csak a (44,46) osztopar teljesiti. Innen
kovetkezik, hogy n = ab — ¢ = 44, tehat az n szam oszthato 11-gyel. (2 pont)
|

2. feladat (10 pont). a) Igazold, hogy ha k természetes szam, akkor fennall a kiovetkezs egyenls-
ség:

1 _( [z, ( 11 )
(k+DvVk+2 k+1 VE+1T VE+2)
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VII. OMMO - megyei szakasz - VIII. osztaly

b) Igazold, hogy teljesiil a kovetkezd egyenlGtlenség:

1 1 1 1 8
+ + o > —.
81v/82  82v/83 83v%4 2024+/2025 = 45

Kok
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Kozos nevezdre hozzuk és elvégezziik a miveleteket:

k+2 ( 1 >_<\/k+2+\/k+1>.\/k+2—\/k:+1 (1 pont)
k1 Vitl VEr2) \Vitl Vi+i) VEril-VEro p

C (VEF24+VEFT) - (VE+2-VE+T)

N VE+T - VEF1-VEk+2 (1 pont)

_ k2R ! (2 pont)
k+OvE+2 (k+DvVE+2 P

amit igazolni kellett.

b) Felhasznaljuk az a) alpontban bizonyitott egyenl@séget és azt, hogy barmely k természetes szam

2 k+2
esetén ? i ] > 1, ezért k—::—_l + 1> 2, minden k£ € N esetén. (2 pont)
Tehat felirhatjuk, hogy
1 1 1 1
+ + fo =
81v/82  82/83 8384 2024+/2025
_ |2 [1 1]+ 8. [1 1]+
81 V8l /82 82 82 3
84 1 1 2025 1 1
+ —+1 —_— = + — 41 — 1 pont
83 { %3 84] 2024 [\/2024 ¢2025} (1 pont)
1 1 1 1 1 1 1 1
S, {___] L. {___] Lo {___] TR [ _ }
81 82 82 83 83 84 V2024 /2025
L, L, 2 2
V81 V2025 9 45
8
= =
tehat —— + 41 g ! > it igazolni kellett (2 pont)
ena S —, alnlt 1gazoinl Kellett. on
81VE2 | 82v83 | 8334 202412025 ~ 45 s P
[

3. feladat (10 pont). Koppany az ABCDA’B'C’ D’ kocka minden cstcséra felirta az 1 és 0 szamok
valamelyikét. Miutan az egyes oldallapokhoz tartozd csiicsokra irt szamokat Osszeadta, minden
esetben a 4, 3 vagy 2 értékek valamelyikét kapta, mindegyiket legalabb egyszer és az ABC'D oldallap
esetén 4-et kapott Osszegiil.
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VII. OMMO - megyei szakasz - VIII. osztaly

a) Hanyféleképpen irhatta fel Koppany az 1 és a 0 szamokat a kocka csucsaira? Két felirast kii-
16nbozének tekintiink, ha a két felirasban valamelyik cstcson kiilénb6z6 szam szerepel. Vélaszodat
indokold! Sorold fel az eseteket és készits abrat mindegyikhez!

b) Elemi lépésnek nevezziik azt, hogy egy tetszdleges él két végpontjaban talalhato értékeket a 2025
szam ugyanazon primosztojaval noveljiik. Eléfordulhat-e, hogy bizonyos szdmi elemi lépés utan a 8
cstcson azonos értékek jelenjenek meg? Filigghet-e ez attol, hogy kezdetben milyen szamokat frtunk
a csucsokra?

Pdlhegyi- Farkas Ldszlo, Nagyvdrad
Nagy Enikd Ilona, Nagyvdrad

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Mivel a kocka ABC'D oldallapjan 16v6 cstcsokhoz tartozo szamok Osszege 4, ezért az A, B,C, D
cstcsokra biztosan 1-esek vannak frva. (1 pont)

Az A", B',C", D’ cstcsokra Koppany pontosan két darab 1-est kell irjon, mivel ha tébbet irna, akkor
a kockanak nem lenne olyan oldallapja, amelyhez tartoz6 Gsszeg 2 lenne, mig ha kevesebbet irna,
akkor a kockanak lenne olyan oldallapja, amelyhez tartozé Osszeg 1-gyel, vagy 0-val lenne egyenld,
ami nem felelne meg a feltételeknek. (1 pont)

Az A'B'C'D’ oldallap csucsaira koppany felirhatja a két 1-est egymaéas mellé vagy atlosan, tehat az
alabbi abran lathato 6 eset lehetséges:

D0  C": 0 D0 O 1 D1 L C': 1
A1 i B':1 A0 i B:1 A0 i B0
Dils-—afooj i1 Dilp---f--4 C:1 Dilp---d---4 C:1
A:l B:1 Al B:1 Al B:1
1. abra 2. 4bra 3. abra
D1  C": 0 D0 O 1 D1  C": 0
A1l i B0 A1 i B’:0 A0 i B’ 1
Diljoeefoo )il D:lp---f--—) C:1 Diljoeefoo )il
A:l B:1 A:l B:1 Al B:1
4. abra. 5. abra. 6. abra.
(2 pont)

b) Mivel 2025 = 3% - 5% ezért egy elemi 1épés utan egy ¢l végpontjaiban 16vé szamok értéke 3-mal
vagy b-tel fog néni. Tekintjiik el6szor az elsé esetet, amely a 1. abran lathato. Ha a C'D’ él mindkét
végpontjaban 1évé szamhoz hozzdadunk kétszer 5-6t, az AB, DC, A'B’ élek végpontjaiban 1évé
szamokhoz pedig haromszor 3-mat, ekkor a kocka minden csicsan a 10 fog szerepelni. Mivel a 2.,
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VII. OMMO - megyei szakasz - VIII. osztaly

3., 4. abran 1év esetek az 1. dbran 1évs eset elforgatasa (egy fliggsleges tengely kortil), ezért ezek az
esetekben hasonléan elérhets, hogy mindegyik csticson 10 szerepeljen. (2 pont)

Most el6bb nézziik az 5. 4bran talahato esetet. A kocka barmely élének egyik végpontja az A, C, B', D’
cstucsok, mig a masik végpontja az A’,C’, B, D cstcsok kozott van. Igy egy elemi 1épés soran az
A,C, B, D" cstcsokon 1évs szamok osszege ugyanannyival ng, mint az A’,C’, B, D cstcsokon 1évé
szamok 0Osszege. Ha elérhetd, hogy minden csticson ugyanaz az érték szerepeljen, akkor valamennyi
elemi lépés soran az A, C, B', D’ csuicsokon 1évE szamok Osszege egyenld kellene legyen az A’, C', B, D
csucsokon 1évs szamok Osszegével. De a kezdeti felirds utan az A, C, B', D’ cstucsokon 1év6 szamok
Osszege 2, mig az A',C’, B, D cstucsokon 1év6 szamok Osszege 4, illetve minden elemi lépés soran
ugyanannyival noveljik mindkét Osszeget, igy nem érhetd el, hogy a megnovelt Gsszegek valaha is
egyenlGek legyenek. Tehat az 5. abranak megfelels esetben nem lehet elérni elemi 1épések segitségével,
hogy a kocka minden csticsén ugyanaz az érték szerepeljen.

A 6. 4bra esetén szintén nem érthetd el, mivel a kezdeti feliras utan az A, C, B', D' cstcsokon 1évé
szamok Osszege 4, mig az A’, C', B, D cstcsokon 16v6 szamok Osszege 2. (3 pont)

2
4. feladat (10 pont). Adott az ABCDA'B'C'D’ téglatest, melyben AA’ = a és AB = BC = %—.

Jeloljik O-val az AC' és BD atlok metszéspontjat, valamint G-vel az AO szakasz O-hoz kozelebb esd
harmadol6 pontjat. Legyen F a G pont szimmetrikusa az AB oldal felezGpontjara nézve.

a) Ha G’ pont az A’B’D’ haromszog sulypontja, akkor igazold, hogy az A, E, B',G' pontok egy
sikban vannak!

b) Hatarozd meg a B'E és az A'O egyenesek altal alkotott szog mértékét!

Pdlhegyi- Farkas Ldszlo, Nagyvdrad
Ugron Szabolcs, Sepsiszentgyorqgy

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
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a) Legyen O’ az A'C' és B'D’ atlok metszéspontja, M az AB szakasz felez6pontja, G’ az A'O’
szakasz O’-hez kozelebb es6 harmadolopontja. Mivel AM = MB és GM = MUE, kovetkezik, hogy
az AEBG négyszog paralelogramma. Tovabba tudjuk, hogy GBB'G’ téglalap, ezekbdl kovetkezik,
hogy AFE || GB és AE = GB, illetve GB || G'B’ és GB = G'B’, tehat az AEB'G' négyszog egy
paralelogramma, s igy az A, E, B', G’ pontok egy sikban vannak. (3 pont)

b) Mivel AEB'G’ paralelogramma, innen kévetkezik, hogy B'E parhuzamos AG'-tel, igy a B'E és
A'O egyenesek szogének mértéke megegyezik a G'A és A'O egyenesek szogének mértékével. (1 pont)

A G’ P

Q

O ]

A C

Legyen P az O'C’ szakasz C'-hez kozelebb es6 harmadolopontja. A szerkesztés alapjan

s0—ap_AC

és tudjuk, hogy AO || G'P, ebbdl kivetkezik, hogy AOPG’ paralelogramma. Tehat G'A || PO,
ebbdl kovetkezik, hogy B'E és A'O egyenesek szogének mértéke (amely megegyezik az G'A és A'O

—

egyenesek szogének mértékével) tulajdonképpen megegyezik a POA’ = « szog mértékével. (1 pont)
Mivel ABCDA'B'C'D’ téglatest, ezért az ABCD és ACC'A' négyszogek téglalapok. A feltevés
szerint AB = BC = %5, kovetkezik, hogy ABC' D négyzet, ahonnan kapjuk, hogy

AC =AB-V2=a=AA,

tehat az ACC'A’ téglalap egy négyzet. (1 pont)
Felirjuk kétféleképpen a POA’ haromszog teriiletét. Egyrészt
AP-00" 2-a-a 5a?
POA!, 5 5 19 (1 pont)

Masrészt, Pitagorasz tétele segitségével kiszamolhatjuk, hogy
2 5 2 V10
A'O = a2+%:% és PO:\/aQ—i—%:a?) :

A'O-PO-sina 95 . 210 gy o 5a2v/2
Troa, = 5 = 2 32 = sina (1 pont)

ami alapjan
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Ezekbdl adodik, hogy
, 5a2 12 1 V2
sinog= — +  —— = — = —,
12 5422 V2 2
tehat az o = 45°. (1 pont)
Megjegyzés. Az utolsé 5 pont megszerezhets tetszéleges gondolatmenettel, amely alapjan megha-
tarozhato az A'O és az AG' altal bezéart szog mértéke.

Megjegyzés. A POA sz0g mértéke a kovetkezSképpen is meghatarozhato:

A P
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.
.
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.
.
.
.
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.
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Jeloljik az AC” és PO egyenesek metszéspontjat T-vel. A T ponton at az ACC' A’ négyzet oldalaival
parhuzamos egyeneseket huzunk, amelyek az AA’ egyenest a () pontban, mig a AC egyenest az R
pontban metszik. Ha a T"RO haromszoget a T" pont koriil az éramutato jarasaval megegyezs iranyba
90°-kal elforgatjuk, akkor pontosan a TQA’ haromszoget kapjuk. Ebbdl kovetkezik, hogy a TOA’
haromszog egyenld szart derékszogi, tehéat a keresett szog

POA =TOA = 45°, (4 pont)
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