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VII. osztaly

1. feladat (10 pont). A hét torpe kartyajatékot jatszik egy kiilonleges 2025 kartyabol allo paklival.
A kartyakon egy 1 és 2025 kozotti természetes szam szerepel a gyok alatt. Mindegyik kartyan
pontosan egy szam van és egyetlen szam sem szerepel két kartyan. A megkevert paklibol a torpék
egymas utan huznak egy-egy kartyat, amig a pakli el nem fogy.
Bizonyitsd, hogy amikor az 6sszes kartyat kihuztak lesz legalabb egy torpe, akinek a kartyain egyetlen
természetes szam négyzete sem szerepel!

Gergely Anna, Székelyudvarhely

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
A kartyakon tehat szerepelnek a /1, v/2,v/3, V/4, ..., /2025 szamok, valamilyen sorrendben. Ahhoz,
hogy egy kartyan természetes szam szerepeljen, a kartyan lévs érték k2 alaku kell legyen, ahol

k e N. (2 pont)
Eszrevehetjiik, hogy 2025 = 452. (1 pont)
Igy a kartyakon szerepld természetes szamok az

1=+1, 2=v4, 3=+9, ..., 45=+2025. (2 pont)

Viszont ezek kozott csak az 1 =12, 4 =22 9= 3% ... 36 = 6 szamok négyzetszamok. (2 pont)
Mivel 7 torpe jatszik, és Osszesen 6 darab négyzetszam szerepel a kartyakon, igy a skatulya-elv alapjan
biztosan lesz legalabb egy olyan torpe, akinek kartydin nem szerepel egy természetes szam négyzete
sem. (2 pont)

[ |

2. feladat (10 pont). Az ABCD paralelogrammaban AD = BD, P a DC oldal egy olyan pontja,
hogy BP 1 DC, tovabba BP N AC' = {N}.

a) Bizonyitsd, hogy NC = ND és AN =2- ND.

b) Bizonyitsd, hogy CAD = 30° akkor és csakis akkor, ha ABC'D rombusz!

* Kk

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

90° &P
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a) Az ABCD paralelogramma, ezért AD = BC, tovabbéa a megadott feltétel alapjan BD = AD.
Tehat BD = BC és a BCD héaromszog egyenl$ szara. A BCD egyenld szari haromszéghen BP
magassag egyben oldalfelezs is. (1 pont)

Az N pont rajta van a DC' szakasz BP odalfelezé mer6legesén, ezért az N DC haromszog egyenld
szaria és NC = ND. (1 pont)

Az ABCD paralelogramméban az AC és BD atlo kozos felez6pontja legyen O. Ekkor az N pont a
BCD haromszog OC' és BP oldalfelez6inek metszéspontja, tehat N a BC'D haromszog stlypontja.

(1 pont)
Az N sulypont harmadolja az OC' oldalfelezét, igy NC' = % - OC', tovabba
2 4
AN:AC—NC:2-OC'—§-OC’:§~OC’:2-NC'.
Felhasznalva, hogy NC = N D, kapjuk, hogy AN =2- ND. (1 pont)
B C
N
O
90°&F P
30° 90°
A D

b) Elsszor tegyiik fel, hogy CAD = 30°. Az AND haromszogben AN = 2 - ND és CAD = 30°.
Igazolni fogjuk, hogy ND 1 DA. Ha NDA # 90°, akkor legyen M az N pontbol az AD egyenesre
bocsajtott merGleges talppontja, vagyis M € AD és NM 1 AD. Ekkor az NMA derékszogi
haromszogben NAM = 30°, igy ezzel a szoggel szembeni befogd hossza fele olyan hosszt, mint az
atfogd, vagyis AN =2- NM. Tehat NM = ND, ezért az N M D haromszog egyenlss szart, tovabba
NMD = 90°. Ez ellentmondéshoz vezet, tehat D egybe kell essen az M ponttal, vagyis ND L AD.

(1 pont)

Az AD || BC és ND 1 AD alapjan ND 1 BC, igy ND a BCD haromszog magassaga. Az N pont
a BP és N D magassagok metszéspontja, tehat N a BC'D haromszog magassagpontja, (1 pont)

ahonnan kévetkezik, hogy NC' L BD, igy CO | BD. Az ABC D paralelogramma atloi merdlegesek

egymasra, ezért ABCD rombusz. (1 pont)
Veégiil tételezziik fel, hogy ABCD rombusz. Ekkor AD = BD, illetve a feltétel alapjan AD = BD.
Innen kévetkezik, hogy az ABD haromszog egyenls oldalu, sajatosan BAD = 60°. (1 pont)

Az ABCD rombuszban az atlok felezik egymast és merdlegesek egymasra, igy AO az ABD egyenld
oldalt haromszogben oldalfelezé merdleges, ezért szogfelezs is, ahonnan kévetkezik, hogy CAD =
DAO = 30°. (1 pont)
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10z + 1
+1

3. feladat (10 pont). a) Hatarozd meg azon x > 0 racionélis szamokat, amelyekre négy-

zetszam!

b) Oldd meg a kovetkezd egyenletet a racionalis szamok halmazan:

r+1 x+2 x+3 x+2024_20242 (1 1 1 1 >

5 T 6 T 7 T T Toms T a3 \2 T 12T T 2023 202

Matlap 10/A: 5017, 2024
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Mivel z > 0, ezért 1 < 10z + 1 < 10z + 10, ahonnan kévetkezik, hogy

z+1 10z + 1 10z + 10
r+1 r+1 x+1

1

Ha 19241 57 n természetes szam négyzete, vagyis 12241 — n2 akkor 1 < n? < 10, ahonnan kapjuk
z+1 ) z+1 ) ’ )

hogy n? csak 1, 4 vagy 9 lehet. (2 pont)
Kiprobaljuk ezeket az eseteket.

e Ha n? =1, akkor

10z + 1
z+1

=1 <« 10xz+1=2+4+1 << 92=0 < zz=0.

e Ha n? = 4, akkor

10 1 1
Tt =4 <— 10z+1=4r+4 < 6 =3 <— = —.
r+1 2
e Ha n? =9, akkor
1 1
07+l g e 10rt1=0219 = z—8,
z+1
Osszegezve © € {0,%,8}. (2 pont)

b) Minden k pozitiv természetes szam esetén

1 (k+1)—k k41 k 11

k-(k+1)  k-(k+1) k-(k+1) k-(k+1) k k+1
Ezt felhasznalva az egyenlet jobb oldalan all6 zardjel atirhato a kovetkezSképpen:

1+1+1+ n 1 1 L 1 1 T 1
2 6 12 2023-2024 1-2 2. 3-4 2023 - 2024

(1 1 1 1 1 1 1 1
—(1‘5) (5‘5)*(5‘1)*'“*(@‘2@)
1 1 1 1 1 1
§+§>+<—§+§)+(—Z+Z)+...

n 1 n 1 1
2023 2023 2024
1

(2 pont)
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Ekkor az egyenlet a kovetkezd egyenértékii formakba irhato at:

r+1 x+2 3U+3+ +x—|—2024_20242 1+1+1+ N
5 6 7 2028 2023 \2 6 12 2023 - 2024 )’
x—|—1+x—i—2+x+3+ +x+2024_20242 2023
5 6 7 2028 2023 2024’
x+1 xz+2 x+3 x + 2024
e T 9024, 1 t
5 T T T T T (1 pont)

Atrendezve a kovetkezoket kapjuk:

r+1 x+2 x+3 x + 2024
e ————— 2024 =0
5 + 6 + 7 + + 2028 ’

Tr+1 T+ 2 r+3 x + 2024
—1 -1 —1 — 1] =0
() (T ) () e (1) o

x—4+x—4+x—4+ +x—4_0
5 6 7 2028
1 1 1 1
) |+ 44— ) =0. 1 t
(@ )<5+6+7+ 2028) 0 (1 pont)

Viszont ebben az egyenletben az + 3+ 24+ 5552 # 0, ezért t—4 = 0, azaz v = 4 € Q. (1 pont)

: 2 z+1 T+2 z+3 z+2024 __ - : 2 : 413 /
Megjegyzés. Az T2 4 T82 4 25 4. .. L TEEEE — 2024 egyenlet gy is megoldhato, hogy kitalaljuk és
behelyettesitéssel ellendrizziik, hogy = = 4 megoldas, illetve felhasznaljuk, hogy az elséfoku (az = b
alaki) egyenletnek egyetlen megoldasa van, ha a # 0.

4. feladat (10 pont). Az ABC haromszoghen O a BC' oldal felez6pontja, E és F' pedig az AB és
AC oldalaknak olyan belsé pontjai, amelyekre AE =3 - EB és CF =3 - AF. Az F és I pontokon
keresztiil az AO egyenessel htuzott parhuzamosok a BC oldalt az M, illetve N pontokban metszik.
Bizonyitsd be, hogy:

a) EMNF trapéz és EM + FN = AO;

T 1

b) puNe 1

Tapc 2
Stmon Jozsef, Csikszereda
Elsdé megoldds. Hivatalbol (1 pont)
a) A feltevés alapjan EM || AO és FN || AO, tehat EM || FN. (1 pont)

Igazoljuk, hogy EF }f BC. Legyen K és S az AB, illetve AC' oldalak felez6pontjai. Illetve H az SC
felez6pontja. A KS az ABC haromszog kozépvonala, igy KS || BC'. Innen kévetkezik, hogy KSCB
trapéz, illetve EH a kozépvonala, tehat EH || BC. Mivel egy ponton &t egy egyenessel csak egy
parhuzamos huzhato, ezért ha EF || BC, akkor F' = H, ami ellentmond annak, hogy C'F' = %AC’ és
CH = iAC’. Tehat EF }f BC, igy EMNF trapéz. (1 pont)

Legyenek L és T a BO és OC szakaszok felezépontjai. Igy KL és ST az AOB és AOC haromszogek
kozépvonalai, tehat

KL:%AO és ST:%AO.
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Az EM a BK L haromszog kozépvonala, vagyis

KL 1
EM = —=-A0. (1 pont)
2 4
Az FN a AOTS trapéz kozépvonala, vagyis
AO + ST
FN = + (1 pont)
Mivel ST = ATO, igy FN = AO;ATO = %AO, ahonnan pedig EM + FN = AO. (1 pont)

b) Mivel O a BC felez6pontja, ezért Tapo, = %T uBc,- Tovabba K L kézépvonal az ABO haromszog-

ben, igy Tprr, = %TABOAa illetve M kozépvonal az BK L haromszogben, igy Trenm, = iTBKLA.

Osszegezve, azt kaptuk, hogy

1 1 1
Teeym, = 1lerLa = 7pTasos = 55 aBcs: (1 pont)

Legyen AQ az ABC haromszog A cstcsabol huzott magassag (Q € BC és AQ L BC). Ha P a BC
oldalon egy olyan pont, hogy BP = k- BC', akkor

BP-AQ _k-BC-AQ _, BC-AQ
9 9 Ty

A CF = 3 - AF feltételbdl kapjuk, hogy AF = iAC és CF = %AC. A fenti teriiletek kozti
Osszefiiggést alkalmazva az ABC haromszogre és az F' € AC osztopontra kapjuk, hogy

1 3

TApr, = 1 Tapc,, iletve Tppc, = 1 TaBc, -

Tapp, =

=k-Tapc,. (1 pont)

Majd tjra alkalmazva az ABF haromszogre és az E € AB osztopontra (AE = 2AB a megadott

4
feltételek miatt) kapjuk, hogy
3 3
Tapr, = 1Lars = 7cTabos- (1 pont)
Az FN az ASTO trapéz kozépvonala és F' az AS oldal felez6pontja, igy N az OT oldal felez&pontja.

Innen kapjuk, hogy

NC:NTJrTC’:%OT—i—TC':;TC:zOngBC.
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A fenti teriiletek kozotti Osszefiiggést alkalmazva a BFC haromszogben az N € BC' osztopontra
kapjuk, hogy

3 9
Trne, = glrBca = 55TuBcs-
Végiil
Ternm = Tapc, — Tapr, — Teems — Trne,
3 1 9
= Lapon = qglaBon = g5laBon = g5 laBos
6 1 9
= (1—- = - —— 7
( 32 32 32) ABCa
1
= S Tasce (1 pont)
|
Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)
B
a) A feltevés alapjan EM || AO és FN || AO, tehat EM || FN. (1 pont)

Igazoljuk, hogy EF }t BC. Legyenek K és S az AB és AC oldalak felez&pontjai. Akkor KS || BC, de
KS és EF atlok az EKFS négyszogben, tehat metszik egymast, vagyis EF }f BC. Tehat EMNF
trapéz. (1 pont)
Legyenek L és T a BO és OC szakaszok felezépontjai. Igy KL és ST az AOB és AOC haromszogek
koézépvonalai.

KL 1
Az EM a BK La kozépvonala, vagyis EM = e ZAO ) (1 pont)
AO + ST
Az FN az AOTS trapéz kozépvonala, vagyis FFN = + : (1 pont)
A AO + 42
Mivel ST = TO, igy FN = % = ZAO, ahonnan pedig EM + FN = AO. (1 pont)
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b) Legyenek BB’ | AO, CC’" 1L AO és FF' L AO, ahol B',C", F' € AO, valamint EE’ | FN, ahol
E' € FN és EE' 0 AO = {I}.

Ekkor OBB, = OCC\, mivel mindketts derckszogti, BO = OC' (atfogok), illetve BOB' = COC"
(cstesszogek). Innen pedig BB’ = CC". (1 pont)

Megjegyzés. A BB’ és C'C' kongruencidja bizonyithaté egyenld teriiletek felirdsaval is. Az AOBa
teriilete egyenls az AOC, tertiletével, mert AO oldalfelez6. Viszont BB’ 1 AO, CC" 1 AO, igy

felirhato, hogy

AO - BB’ AO-CC’
TaroBs = — = Taocy = — = BB =CC".

Legyen SS’ 1 AO, ahol S’ € AO. Az SS" az ACC'\ kbzépvonala, ahonnan

~ cC' BB

SS 5 5

De FF' kbzépvonal az ASS’\-ben, igy
ss"  CcC"  BP

FF = 5 1 T (1)
(1 pont)
BB’
Legyen KK’ | AO, ahol K' € AO. A KK’ az ABBa kozépvonala, ahonnan KK’ = ,de ET a
BB'K'K trapéz kozépvonala, ahonnan
BB +KK' BB +5Z 3
El= J; - o2 -IBB. (2)
‘gy az és osszefluggések alapjan = + = . pont
I 1 2) Osszefii k alapjan FE' = EI + FF' = BB’ 1
Tehat
(NF+ ME)-EE" AO-BB Tapc
TeuNF = = = TaoB = ;
2 2 2
azaz
Tpune 1
Tapc 2
(1 pont)
[
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